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❋✐❣✉r❡ ✷✿ ❚②♣✐❝❛❧❧② ❛ ❱✐s✉❛❧ ❊✛❡❝ts ❛rt✐st ✇✐❧❧ s✐♠✉❧❛t❡ ❛♥❞
♣❛rt✐❛❧❧② ❝♦♥tr♦❧ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❧❛②❡rs t♦ ❝♦♥str✉❝t t❤❡ ✜♥❛❧
s❤♦t✳ ■♠❛❣❡ ❢r♦♠ ❋❳●✉✐❞❡ ❬✾❪ ❢r♦♠ t❤❡ ✜❧♠ ❇❛tt❧❡s❤✐♣✳
♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✐t ❤❛s ♣r♦❜❧❡♠s ✐❢ ②♦✉ ✇❛♥t t♦ ❢♦❧❧♦✇ ❛
s❤❛r♣ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ✢✉✐❞s✳ ❊✉❧❡r✐❛♥ t❡❝❤✲
♥✐q✉❡s t❡♥❞ t♦ ❞✐✛✉s❡ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❛♥❞ t♦ s♠❡❛r
♦✉t s❤❛r♣ s❤♦❝❦s✳ ✭■♥ t❤♦s❡ ❞❛②s ✇❡ ❤❛❞ ♦♥❧② ❜❡❣✉♥
t♦ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✇✐t❤ ✈❡r② ♣r✐♠✐t✐✈❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ r❡❝♦♥✲
str✉❝t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s✳✮ ❍❛r❧♦✇
❬✶✵❪
▼❛♥② ❝♦♥t❡♠♣♦r❛r② ❛❞✈❛♥❝❡s ✐♥ ✢✉✐❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛♣♣❧✐❡❞
t♦ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ ❱✐s✉❛❧ ❊✛❡❝ts ❛r❡ ❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦ ❘♦❜❡rt ❇r✐❞✲
s♦♥✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝r✉❝✐❛❧ t❤❡♦r② ✇❤✐❝❤ ✉♥❞❡r♣✐♥s ♠✉❝❤ ♦❢ t❤✐s t❛❧❦
✐s ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤✐♥ ❤✐s ❜♦♦❦ ❬✺❪✳ ❚❤❡ ❝♦♥t❡♠♣♦r❛r② ❝♦♥t❡①t
❛♥❞ ❡①❛♠♣❧❡s ♦❢ ✉s❛❣❡ ❛r❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ ❝♦♥✈❡rs❛t✐♦♥s ✇✐t❤
❛♥❞ r❡❢❡r❡♥❝❡ t♦ ❏♦♥❡s ❬✶✹❪✳
❚❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ♣r❡♠✐s❡ ♦❢ P■❈ ♠❡t❤♦❞s ✐s t♦ r❡♣r❡s❡♥t ✢✉✐❞
❛s ❛ ❤②❜r✐❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✸✮✱ ✇✐t❤ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛♥❞
❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✇❤❡r❡ ❛❞✈❡❝t✐♦♥ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞✱ ❛♥❞ ❛
❣r✐❞ ✇❤✐❝❤ ❝♦♠♣✉t❡s ❡✈❡r②t❤✐♥❣ ❡❧s❡✳ ❚❤❡ ✜♥✐t❡ ❞✐✛❡r❡♥❝✐♥❣
❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s ❡q✉❛t✐♦♥s ❤❛s ❜❡❡♥
✉♣❞❛t❡❞ s✐♥❝❡ ❍❛r❧♦✇ ❛♥❞ ❲❡❧❝❤ ❬✶✶❪ ❛♥❞ ❇r❛❝❦❜✐❧❧ ❡t ❛❧✳
❬✹❪ t♦ ❡♥❢♦r❝❡ st❛❜❧❡ ✐♥❝♦♠♣r❡ss❛❜✐❧✐t② ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ P♦✐ss♦♥
♠❡t❤♦❞ ♦❢ ❙t❛♠ ❬✶✾❪✱ ❜✉t ❝♦♥t❡♠♣♦r❛r② ♠❡t❤♦❞s ❞✐✛❡r ✐♥ t❤❡
♠❛♥♥❡r ✐♥ ✇❤✐❝❤ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛r❡ tr❛♥s❢❡r❡❞ t♦ ❛♥❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✉♥✲
❞❡r❧②✐♥❣ ❣r✐❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ✇❤❛t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s st♦r❡❞
✇✐t❤ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ❋♦r t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✱ ♠♦st ♠❡t❤♦❞s
st✐❧❧ ❡♠♣❧♦② t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ▼❛r❦❡r✕❛♥❞✕❈❡❧❧ ✭▼❆❈✮ ❞❛t❛ str✉❝✲
t✉r❡ ♦❢ ❍❛r❧♦✇ ❛♥❞ ❲❡❧❝❤ ❬✶✶❪✱ ❜✉t t❤❡ s❝❛❧❡ ♦❢ ❝♦♥t❡♠♣♦r❛r②
s✐♠✉❧❛t✐♦♥s r❡q✉✐r❡ ♠♦r❡ s♦♣❤✐st✐❝❛t❡❞ ✈♦❧✉♠❡tr✐❝ ❞❛t❛❜❛s❡s
s✉❝❤ ❛s t❤❡ ❱♦❧✉♠❡tr✐❝ ❉❛t❛❜❛s❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ▼✉s❡t❤ ❬✶✻❪✳
❋✐❣✉r❡ ✸✿ P❛rt✐❝❧❡✲■♥✲❈❡❧❧ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ❤②❜r✐❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s
♦❢ ✢✉✐❞✱ ✇✐t❤ ♣❛rt✐❝❧❡s ❡♠❜❡❞❞❡❞ ✐♥ ❛ ❣r✐❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✳
❆❞✈❡❝t✐♦♥ ✐s r❡s♦❧✈❡❞ ♦♥ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✱ ❡✈❡r②✲
t❤✐♥❣ ❡❧s❡ ✐s ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ♦♥ t❤❡ ❣r✐❞✳ ❋r♦♠ ❏♦♥❡s ❬✶✹❪✳
✷
✸ ❙♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s ❊q✉❛✲
t✐♦♥s ✇✐t❤ P■❈
❚❤❡ ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s t②♣✐❝❛❧❧② ❞❡✜♥❡❞ ❛s
@u
@t
+ u · ∇u =−
∇p

+ g + ∇2u ✭✶✮
∇ · u =0
✇❤❡r❡ u ✐s t❤❡ ✢✉✐❞ ✈❡❧♦❝✐t② ✈❡❝t♦r✱ p ✐s t❤❡ ✢✉✐❞ ♣r❡ss✉r❡✱  ✐s
t❤❡ ✢✉✐❞ ❞❡♥s✐t②✱  ✐s t❤❡ ❦✐♥❡♠❛t✐❝ ✈✐s❝♦s✐t② ❝♦❡✣❝✐❡♥t✱ ❛♥❞
∇ ❛♥❞ ∇2 r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❛♥❞ ▲❛♣❧❛❝✐❛♥
♦♣❡r❛t♦rs r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳
❙t❛♥❞❛r❞ ♣r❛❝t✐❝❡ ✐♥ ❱❋❳ ✐s t♦ s✐♠♣❧② ❞r♦♣ ✈✐s❝♦s✐t② ❛♥❞
✉s❡ t❤❡ ❊✉❧❡r ❡q✉❛t✐♦♥s✿
@u
@t
+ u · ∇u =−
∇p

+ g ✭✷✮
∇ · u =0
■♥ s♦♠❡ s✐t✉❛t✐♦♥s✱ ✈✐s❝♦s✐t② ❢♦r❝❡s ❛r❡ ❡①tr❡♠❡❧②
✐♠♣♦rt❛♥t✿ ❡✳❣✳✱ s✐♠✉❧❛t✐♥❣ ❤♦♥❡② ♦r ✈❡r② s♠❛❧❧✲
s❝❛❧❡ ✢✉✐❞ ✢♦✇s✳ ❇✉t ✐♥ ♠♦st ♦t❤❡r ❝❛s❡s t❤❛t
✇❡ ✇✐s❤ t♦ ❛♥✐♠❛t❡✱ ✈✐s❝♦s✐t② ♣❧❛②s ❛ ♠✐♥♦r r♦❧❡✱
❛♥❞ t❤✉s ✇❡ ♦❢t❡♥ ❞r♦♣ ✐t✿ t❤❡ s✐♠♣❧❡r t❤❡ ❡q✉❛✲
t✐♦♥s ❛r❡✱ t❤❡ ❜❡tt❡r✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ♠♦st ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♠❡t❤✲
♦❞s ❢♦r s✐♠✉❧❛t✐♥❣ ✢✉✐❞s ✉♥❛✈♦✐❞❛❜❧② ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❡r✲
r♦rs t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ♣❤②s✐❝❛❧❧② r❡✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s ✈✐s❝♦s✐t②
✭♠♦r❡ ♦♥ t❤✐s ❧❛t❡r✮ ✖ s♦ ❡✈❡♥ ✐❢ ✇❡ ❞r♦♣ ✈✐s❝♦s✐t②
✐♥ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s✱ ✇❡ ✇✐❧❧ st✐❧❧ ❣❡t s♦♠❡t❤✐♥❣ t❤❛t
❧♦♦❦s ❧✐❦❡ ✐t✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❜✐❣ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡s ✐♥
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ✢✉✐❞ ❞②♥❛♠✐❝s ✐s ❛✈♦✐❞✐♥❣ t❤✐s s♣✉✲
r✐♦✉s ✈✐s❝♦✉s ❡rr♦r ❛s ♠✉❝❤ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡✳
❇r✐❞s♦♥ ❬✺❪
❋♦r ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss✱ ♠❡t❤♦❞s t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ ✈✐s❝♦s✐t② ❢♦r ♣❛rt✐❝❧❡✲
✐♥✲❝❡❧❧ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❇✳
◆♦t❡ ❛❧s♦ t❤❛t
@u
@t
+ u · ∇u =
Du
Dt
✐s t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s t❤❡ ❊✉❧❡r ❡q✉❛t✐♦♥ t♦
❜❡ ✇r✐tt❡♥ ✐♥ ❛ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❛❝t ❢♦r♠✳
✸✳✶ P❉❊ ❙♣❧✐tt✐♥❣
❚❤❡ ✜rst st❡♣ ✐s t♦ ❞❡✜♥❡ ❛ s✐♠♣❧❡ ❢♦r✇❛r❞ ❊✉❧❡r ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥
❜② s♣❧✐tt✐♥❣ ❊q✳ ✷ ✐♥t♦ s❡♣❛r❛t❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✐s
✐♥s♣✐r❡❞ ❜② t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❙t❛♠ ❬✶✾❪ ❛♥❞ ✐s ❝r✉❝✐❛❧
t♦ ❡♥❢♦r❝✐♥❣ st❛❜✐❧✐t②✳ ❋♦r ❛ s❡♣❛r❛❜❧❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥
dq
dt
= f (q) + g(q)
✇❡ ❝❛♥ s♣❧✐t t❤✐s ✇✐t❤ ❊✉❧❡r ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ t♦ r❡❛❞✿
q˜ =qn +∆tf (qn) ✭✸✮
qn+1 =q˜ +∆tg(q˜) ✭✹✮
✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ s❤♦✇♥ t♦ ❜❡ ✜rst✕♦r❞❡r ❛❝❝✉r❛t❡ ✭s❡❡ ❆♣✲
♣❡♥❞✐① ❈✮✳
❚❤❡ ❊✉❧❡r ❡q✉❛t✐♦♥s ❝❛♥ ♥♦✇ ❜❡ ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ t❤r❡❡ ❡✛❡❝t✐✈❡
st❡♣s ✉s✐♥❣ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ s♣❧✐tt✐♥❣ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛❜♦✈❡✱ ❛♥❞ ❛r❡
t②♣✐❝❛❧❧② ❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♦r❞❡r✿
✶✳ ❚❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❜♦❞② ❢♦r❝❡s✿
@u
@t
= g:
❚❤✐s ✐s t❤❡ ♠♦st str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ st❡♣✱ ✇❤✐❝❤ ✐s s♦❧✈❡❞
❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ ❊✉❧❡r ♠❡t❤♦❞ u˜ = u + ∆tg✱
❛♥❞ t❤✐s ✐s t②♣✐❝❛❧❧② ❝♦♠♣✉t❡❞ ♦♥ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t❡❞ ♣♦s✐t✐♦♥s
♦❢ t❤❡ ▼❛r❦❡r✲❛♥❞✲❈❡❧❧ ✭▼❆❈✮ ❣r✐❞ ✭s❡❡ ❜❡❧♦✇✮✳
✷✳ ❙♦❧✈✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ✇❤✐❧❡ ♣r❡s❡r✈✐♥❣
✐♥❝♦♠♣r❡ss✐❜✐❧✐t②✿
@u
@t
= −
1

∆p ✭✺✮
s✉❜❥❡❝t t♦ ∇ · u = 0✳ ❚❤✐s ✐s s♦♠❡✇❤❛t ❤❛r❞❡r t♦ s♦❧✈❡✱
❛♥❞ ✐s ❝♦✈❡r❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳
✸✳ ❆❞✈❡❝t✐♥❣✶ t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ✜❡❧❞✿
Du
Dt
= 0: ✭✻✮
❆❞✈❡❝t✐♦♥ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s✱ ❛♥❞ t❤❡ ♠❡t❤♦❞
♦❢ ❛❞✈❡❝t✐♦♥ ✐s ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡✳
❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ♦✉t ❛s ❛ P❉❊ ❛♥❞ s♦❧✈❡❞ ✉s✐♥❣ ♦♥❡
♦❢ ❛♥② ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❛
s✐♠♣❧❡ ❢♦r✇❛r❞ ❊✉❧❡r ❛❞✈❡❝t✐♦♥ st❡♣ t♦ ✉♣❞❛t❡ ♣❛rt✐❝❧❡
♣♦s✐t✐♦♥s ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜②
xn+1p = xp +∆tup ✭✼✮
✇❤❡r❡ t❤❡ s✉❜s❝r✐♣t p ✐s ✉s❡❞ t♦ ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❛t t❤❡s❡
♣r♦♣❡rt✐❡s ❛r❡ ✉♣❞❛t❡❞ ♦♥ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✳
◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❝r✉❝✐❛❧ st❡♣ ♦❢ tr❛♥s❢❡r✐♥❣ ♣❛rt✐❝❧❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s
t♦ ❛♥❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❣r✐❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✐s ❞✐s❝✉ss❡❞ ❧❛t❡r ✐♥ ❙❡❝✲
t✐♦♥ ✸✳✹✳
✸✳✷ ❉✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥
Pr♦♣❡rt✐❡s ❢r♦♠ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛r❡ tr❛♥s❢❡r❡❞ t♦ ♣♦✐♥ts ♦♥ ❛
❣r✐❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ s♦❧✈❡ ❊q✳ ✷✹ ✉s✐♥❣ ♣❛rt✐❛❧ ❞✐✛❡r❡♥❝✐♥❣✳ ❋♦r
t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✐♥ ❬✽❪ t❤✐s ❡♥t❛✐❧s t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ ♣r❡ss✉r❡ t♦ ❝❡❧❧
❝❡♥tr❡s ✭❡✳❣✳ pi ;j✮ ❛♥❞ ♣❛rt✐❝❧❡ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ❛r❡ ♣r♦❥❡❝t❡❞ t♦ t❤❡
❝❡♥tr❡ ♦❢ ❝❡❧❧ ❢❛❝❡s ✭❡✳❣✳ ui+1=2;j✮ s✉❝❤ t❤❛t ♥❡✐❣❤❜♦✉r✐♥❣
❝❡❧❧s s❤❛r❡❞ ♣♦✐♥ts ✭❡✳❣✳ vi ;j−1=2;k ≡ vi ;(j−1)+1=2;k✮✳ ❚❤✐s
r❡q✉✐r❡s ❛ st❛❣❣❡r❡❞ ❣r✐❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳
▼♦st ♠❡t❤♦❞s ✉s❡ t❤❡ ❢❛st❡st ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣
✇❡✐❣❤ts ❢♦r tr❛♥s❢❡r✐♥❣ ♣r♦♣❡♣rt✐❡s ❢r♦♠ ♣❛rt✐❝❧❡s t♦ t❤❡ ❣r✐❞
✶◆♦t❡ t❤❛t ✇❤✐❧❡ ❛♥② ♣r♦♣❡rt✐❡s ♠❛② ❜❡ ❛❞✈❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t②
✜❡❧❞✱ ❣❡♥❡r❛❧❧② t❤✐s ✐s t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ♣♦s✐t✐♦♥s x ✳
✸
ui+ 1
2
,j
ui− 1
2
,j
vi,j+ 1
2
vi,j− 1
2
pi,j pi+1,jpi−1,j
pi,j+1
pi,j−1
❋✐❣✉r❡ ✹✿ ❚❤❡ ▼❛r❦❡r✲■♥✲❈❡❧❧ ✭▼❆❈✮ ❣r✐❞ ✐♥ R2 ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t ✭❢r♦♠ ❬✶✹❪✮ ❛♥❞ ✐♥ R3 ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t ✭❢r♦♠ ❬✽❪✮✳ ❚❤✐s str✉❝t✉r❡
✇❛s ✜rst ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ❍❛r❧♦✇ ❛♥❞ ❲❡❧❝❤ ❬✶✶❪✳
✖ ✇❤✐❝❤ ✐s t♦ ✉s❡ tr✐❧✐♥❡❛r ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ✭♦r ❜✐❧✐♥❡❛r ✐♥t❡r♣♦✲
❧❛t✐♦♥ ✐♥ R2✮✱ ❛ ❢❛st ❛r❡❛ ✇❡✐❣❤t✐♥❣ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡✷✳
❚❤❡ ♠❛✐♥ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❣r✐❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✐s t❤❛t ✐s ❛❧✲
❧♦✇s t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ✜♥✐t❡ ❞✐✛❡r❡♥❝✐♥❣ t♦ ❡st✐♠❛t❡ q✉❛♥t✐t✐❡s ✈✐❛
s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r ❛❝❝✉r❛t❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s✱ ❡✳❣✳ ❛t ❣r✐❞ ❝❡❧❧ (i ; j) ✇✐t❤
✇✐❞t❤ ∆x ✐♥ R2✿
∇ · u =
@u
@x
+
@v
@y
≈
ui+1=2;j − ui−1=2;j
∆x
+
vi ;j+1=2 − vi ;j−1=2
∆x
✭✽✮
❛♥❞ s✐♠✐❧❛r❧② ❛t t❤❡ ❝❡♥tr❡ ♦❢ ❢❛❝❡ (i − 1=2; j)✱
@p
@x
≈
pi ;j − pi−1;j
∆x
✭✾✮
✸✳✸ Pr❡ss✉r❡ Pr♦❥❡❝t✐♦♥
❆t t❤❡ ❤❡❛rt ♦❢ P■❈ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡r✐✈❡❞ ♠❡t❤♦❞s ✐s t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤
t♦ s✉❜tr❛❝t t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ✈❡✲
❧♦❝✐t② ✜❡❧❞ u t♦ ❡♥s✉r✐♥❣ ✐♥❝♦♠♣r❡ss✐❜✐❧✐t② ❛♥❞ ❡♥❢♦r❝❡ ❜♦✉♥❞✲
❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❤❡r❡ ✐s t❤❡
♠❡t❤♦❞ ❝♦♠♠♦♥❧② ❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥ ❈♦♠♣✉t❡r ●r❛♣❤✐❝s ❜✉t ❞✐✛❡rs
❢r♦♠ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❢r♦♠ ❍❛r❧♦✇ ❛♥❞ ❲❡❧❝❤ ❬✶✶❪✱
❇r❛❝❦❜✐❧❧ ❡t ❛❧✳ ❬✹❪ ❛♥❞ ❋♦st❡r ❛♥❞ ▼❡t❛①❛s ❬✽❪✳ ❚❤❡ ♣r❡ss✉r❡
♣r♦❥❡❝t✐♦♥ st❡♣ ✐♥ ❊q✳ ✺ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s✿
un+1 =u−
∆t

∇p ✭✶✵✮
∇ · un+1 =0 ✭✶✶✮
✷❙♦ ❝♦♠♠♦♥✱ ✐t✬s ♦♥ ❲✐❦✐♣❡❞✐❛✿ ❤tt♣s✿✴✴❡♥✳✇✐❦✐♣❡❞✐❛✳♦r❣✴
✇✐❦✐✴❚r✐❧✐♥❡❛r❴✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥✳
■♥ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ s❡♥s❡✱ ❊q✳ ✶✵ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s✿
un+1i+1=2;j =ui+1=2;j −
∆t

pi+1;j − pi ;j
∆x
vn+1i+1=2;j =vi ;j+1=2 −
∆t

pi ;j+1 − pi ;j
∆x
✭✶✷✮
✇❤✐❧❡ ❊q✳ ✶✶ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s
∇·un+1 =
un+1i+1=2;j − u
n+1
i−1=2;j
∆x
+
vn+1i ;j+1=2 − v
n+1
i ;j−1=2
∆x
= 0 ✭✶✸✮
❙✉❜st✐t✉t✐♥❣ ❊q✳ ✶✷ ✐♥t♦ ❊q✳ ✶✸ ❛♥❞ s✐♠♣❧✐❢②✐♥❣ ②✐❡❧❞s✿
∆t

„
4pi ;j − pi+1;j − pi ;j+1 − pi−1;j − pi ;j−1
∆x2
«
=
−
„
ui+1=2;j − ui−1=2;j
∆x
+
vi ;j+1=2 − vi ;j−1=2
∆x
«
✭✶✹✮
❚❤❡ s②st❡♠ ❛❜♦✈❡ ✐s ❡ss❡♥t✐❛❧❧② t❤❡ P♦✐ss♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✱ ❛♥❞
❝❛♥ ❜❡ r❡❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ❛s t❤❡ s②st❡♠ Ap = b ✇❤❡r❡ A ✐s ❛ ✺
✭✐♥ R2✮ ♦r ✼ ✭✐♥ R3✮ ♣♦✐♥t ▲❛♣❧❛❝✐❛♥ ♠❛tr✐①✱ p ✐s t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥
✈❡❝t♦r ♦❢ ♣r❡ss✉r❡s✱ ❛♥❞ b ✐s t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✈❡❝t♦r ♦❢ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡
✈❛❧✉❡s ❛t ❡❛❝❤ ❝❡❧❧✳
❚❤❡ ♠❛tr✐① A ✐s s♣❛rs❡✱ s②♠♠❡tr✐❝ ❛♥❞ ♣♦s✐t✐✈❡ ❞❡✜♥✐t❡✱
♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t ✐t ✐s ❡❛s✐❧② s♦❧✈❡❞ ✉s✐♥❣ Pr❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡❞ ❈♦♥❥✉✲
❣❛t❡ ●r❛❞✐❡♥t ♦r ▼✉❧t✐✲●r✐❞ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✳
❚❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s t❤❡♥ ✉s❡❞ t♦ r❡♠♦✈❡
t❤❡ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❢r♦♠ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ✜❡❧❞✿
uˆ = u˜−∇p: ✭✶✺✮
✹
✸✳✹ Pr♦♣❡rt② tr❛♥s❢❡r t♦ ❛♥❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❣r✐❞
❆t ❡❛❝❤ t✐♠❡ st❡♣✱ t❤❡ ♠❛ss ❛♥❞ ♠♦♠❡♥t✉♠ ❢r♦♠ ❡❛❝❤ ♣❛r✲
t✐❝❧❡ ✐s tr❛♥s❢❡r❡❞ t♦ t❤❡ ❝❡♥tr❡ ♦❢ ❢❛❝❡s ♦♥ t❤❡ ▼❆❈ ❣r✐❞✳ ■♥
t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ ❍❛r❧♦✇ ❛♥❞ ❲❡❧❝❤ ❬✶✶❪ t❤❡ tr❛♥s❢❡r
❢r♦♠ ♣❛rt✐❝❧❡s t♦ t❤❡ ▼❆❈ ❣r✐❞ ✐s
mni =
X
p
wnipmp ✭✶✻✮
mni u
n
i =
X
p
wnipmpu
n
p ✭✶✼✮
✇❤❡r❡ t❤❡ s✉❜s❝r✐♣t p ✐♥❞✐❝❛t❡s ❛ ♣❛rt✐❝❧❡ ♣r♦♣❡rt② ❛♥❞ i
✐♥❞✐❝❛t❡s ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❣r✐❞ ❝❡❧❧✳ mn ✐s ♠❛ss ❛t t✐♠❡ st❡♣ n
✭❛❧t❤♦✉❣❤ ❢♦r ♠❛ss ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ t❤✐s ♥❡✈❡r ❝❤❛♥❣❡s✮✱ un ✐s
✈❡❧♦❝✐t② ❛t t✐♠❡ st❡♣ n✱ ❛♥❞ wnip ✐s t❤❡ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ✇❡✐❣❤ts
❛ss♦❝✐❛t✐♥❣ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ♣♦s✐t✐♦♥ xp ✇✐t❤ t❤❡ ❣r✐❞ ♣♦✐♥t xi ✱
❞❡❞✉❝❡❞ ✉s✐♥❣ ❜✐❧✐♥❡❛r ✭✷❉✮ ♦r tr✐❧✐♥❡❛r ✭✸❉✮ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥✳
❚r❛♥s❢❡r✐♥❣ t❤❡ ✉♣❞❛t❡❞ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s t♦ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ✐s
❛❝❤✐❡✈❡❞ ✇✐t❤
un+1p;PIC =
X
i
wnipu
n+1
i ✭✶✽✮
❚❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ♦✛❡r❡❞ ❜② ❬✹❪ ✇❛s t♦ ❝❤❛♥❣❡
t❤❡ ❜❛❝❦✇❛r❞s tr❛♥s❢❡r ❜② ✉♣❞❛t✐♥❣ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♣❛rt✐❝❧❡ ✈❡✲
❧♦❝✐t② ❜② t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ r❛t❤❡r t❤❛♥ ♦✈❡r✇r✐t✐♥❣ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t②
st♦r❡❞ ❛t ♣❛rt✐❝❧❡s✱ ❡✳❣✳
un+1p;FLIP = u
n
p +
X
i
wnip(u
n+1
i − u
n
i ): ✭✶✾✮
❚❤✐s r❡❧❛t✐✈❡❧② ♠✐♥♦r ❛❞❥✉st♠❡♥t t♦ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❣r❡❛t❧② ✐♠✲
♣r♦✈❡s t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❜② ❛❧♠♦st ❡❧✐♠✐♥❛t✐♥❣
t❤❡ ❡♥❡r❣② ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ tr❛♥s❢❡r✐♥❣ t♦ ❛♥❞ ❢r♦♠
t❤❡ ❣r✐❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✳
❋▲■P s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛❧♦♥❡ t❡♥❞ t♦ ❜❡ t♦♦ ✏s♣❧❛s❤②✑✱ ✇❤✐❧❡ P■❈
s✐♠✉❧❛t✐♦♥s t❡♥❞ ♥♦t t♦ ❜❡ s♣❧❛s❤② ❡♥♦✉❣❤ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❡♥❡r❣②
❞✐ss✐♣❛t✐♦♥✳ ❩❤✉ ❛♥❞ ❇r✐❞s♦♥ ❬✷✸❪ ♣r♦♣♦s❡❞ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ♦❢ t❤❡
r❡s✉❧ts ♦❢ ❜♦t❤ ♠❡t❤♦❞s✱ ❡✳❣✳
un+1p = (1− ¸)u
n+1
p;PIC + ¸u
n+1
p;FLIP ✭✷✵✮
❡①♣♦s✐♥❣ ❛ s✐♠♣❧❡ ✉s❡r ♣❛r❛♠❡t❡r ¸ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥tr♦❧s t❤❡
✏s♣❧❛s❤✐♥❡ss✑ ♦❢ t❤❡ ✢✉✐❞✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ ✇✐t❤ ❧✐tt❧❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ❥✉s✲
t✐✜❝❛t✐♦♥✸✳
❲❤✐❧❡ ❧✐♥❡❛r ♠♦♠❡♥t✉♠ ✐s ❝♦♥s❡r✈❡❞ ❜② ❜♦t❤ ❢♦r✇❛r❞ ❛♥❞
❜❛❝❦✇❛r❞ tr❛♥s❢❡rs ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ ❡✐t❤❡r ❋▲■P ♦r P■❈✱ t❤❡ ❛♥✲
❣✉❧❛r ♠♦♠❡♥t✉♠✱ q✉❛♥t✐✜❡❞ ♦♥ ❡✐t❤❡r t❤❡ ❣r✐❞ ♦r ♣❛rt✐❝❧❡s
❛s
Ltot =
X
i
x ×mu ✭✷✶✮
✐s ♥♦t ♣r❡s❡r✈❡❞ ✇❤❡♥ tr❛♥s❢❡r✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❣r✐❞ t♦
t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ✭❊q✳ ✶✽✮ ❛♥❞ ✐s ❧♦st✳
✸❇r✐❞s♦♥ ❬✺❪ ❞❡r✐✈❡s ❛♥ ❡①♣❧✐❝✐t ✈❛❧✉❡ ❢♦r ¸ ❢r♦♠ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❞✐s✲
s✐♣❛t✐♦♥ ✐♠♣❧✐❡❞ ❜② P■❈✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❦✐♥❡♠❛t✐❝ ✈✐s❝♦s✐t② ♦❢ ✢✉✐❞ ✿
¸ = min
`
6∆t
∆x2
; 1
´
✳
❋✐❣✉r❡ ✺✿ ❆ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✐❢ ❆P■❈ ❛♥❞ ❋▲■P✴P■❈ ✭❢r♦♠ ❬✼❪✮✳
❆P■❈ ❛♣♣❡❛rs ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧② s♠♦♦t❤❡r✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❋▲■P✴P■❈ s♦✲
❧✉t✐♦♥ ❣❡♥❡r❛t❡s ♥♦✐s❡ ✖ ✇❤✐❝❤ ♠❛② ♥♦t ❜❡ ✉♥✇❛♥t❡❞ ❞❡✲
♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡✳
❚❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦✛❡r❡❞ ❜② ❏✐❛♥❣ ❡t ❛❧✳ ❬✶✸❪ ✭✇♦r❦✐♥❣ ✇✐t❤
❉✐s♥❡②✮ ✐s t♦ st♦r❡ ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ t✇♦ ✭✷❉✮ ♦r t❤r❡❡ ✭✸❉✮
✈❡❝t♦rs ❛t t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s cpa✱ ✇❤❡r❡ a r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ x; y ; z
❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ tr❛♥s❢❡r ❢r♦♠ ♣❛rt✐❝❧❡s t♦ t❤❡ ❣r✐❞ ❢♦r t❤❡
♠❛ss ✐s ❛s ✐♥ ❊q✳ ✶✻✱ ❜✉t t♦ t❤❡ ❢❛❝❡s ✐s t❤❡♥ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✉s✐♥❣✿
mnaiu
n
ai =
X
p
mpw
n
aip
`
eTa u
n
p + (c
n
pa)
T (xai − x
n
p )
´
✭✷✷✮
✇❤❡r❡ eTa ✐s t❤❡ ❜❛s✐s ✈❡❝t♦r ❢♦r ❛①✐s a✱ ❛♥❞ xai ✐s t❤❡ a✲
♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣r✐❞ ♥♦❞❡ i ✳ ❚❤✐s ♣r♦❝❡ss ❡♥s✉r❡s t❤❛t t❤❡
❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ ❛♥❣✉❧❛r ♠♦♠❡♥t✉♠ ✐s ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❣r✐❞
✈❡❧♦❝✐t②✳ ❚❤❡ tr❛♥s❢❡r ♦❢ ✈❡❧♦❝✐t② ❢r♦♠ ❢❛❝❡s t♦ ♣❛rt✐❝❧❡s ✐s
❛❝❤✐❡✈❡❞ ✉s✐♥❣ ❊q✳ ✶✽✱ ❜✉t t❤❡ ✈❡❝t♦rs cpa ❛r❡ ✉♣❞❛t❡❞ ✉s✐♥❣✿
cn+1pa =
X
i
∇wnaipu
n+1
ai : ✭✷✸✮
◆♦t❡ t❤❛t t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ r❡q✉✐r❡s ✈❡r② ❧✐tt❧❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ st♦r❛❣❡✱
❛♥❞ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦✈❡r❤❡❛❞ ✐s ♠✐♥✐♠❛❧✳ ❚❤❡ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡
✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts ❛r❡ ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣ ✺✳
❲❤✐❧❡ ❆P■❈ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ✐♠♣r♦✈❡s ♦♥ t❤❡ s♠♦♦t❤♥❡ss ♦❢
t❤❡ r❡s✉❧ts ❜② ♣r❡s❡r✈✐♥❣ t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r ♠♦♠❡♥t✉♠ ❛♥❞ t♦
❞❛t❡ ✐s ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡❞ ✐♥t♦ ♥❡❛r❧② ❡✈❡r② ❝♦♥t❡♥t ❝r❡❛t✐♦♥ t♦♦❧✱
❋▲■P✴P■❈ ✐s st✐❧❧ ✉s❡❞ ✐♥ s♦♠❡ ❝✐r❝✉♠st❛♥❝❡s ❜② ❱❋❳ ❛rt✐sts
❞✉❡ t♦ t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦♥tr♦❧ t❤❡② ❤❛✈❡ ♦✈❡r ❞❛♠♣✐♥❣ ✭t❤❡
♣❛r❛♠❡t❡r ¸ ✐♥ ❊q✳✷✵✮ ❛♥❞ t❤❡ s♣❧❛s❤②✱ ♥♦✐s② ❡✛❡❝t t❤❛t
❡♠❡r❣❡s ♥❛t✉r❛❧❧② ✭s❡❡✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❋✐❣✳ ✺✮✳ ❚❤❡r❡ ✏s✇✐r❧②✑
❡✛❡❝ts ❛r✐s✐♥❣ ❢r♦♠ ❆P■❈ ❛s ❛ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ ♣r❡s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢
❛♥❣✉❧❛r ♠♦♠❡♥t✉♠ ♠❛② ❛❧s♦ ❜❡ ✉♥❞❡rs✐r❛❜❧❡✳
✹ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥
❚❤❡ ❱♦❧✉♠❡tr✐❝ ❉❛t❛❜❛s❡ ✭❱❉❇✮ ✇❛s ✜rst ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜②
▼✉s❡t❤ ❬✶✻❪ ❢♦r ✉s❡ ✇✐t❤✐♥ ❉r❡❛♠❲♦r❦s ❆♥✐♠❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s
t♦♦❧ ❤❛s ♣r♦✈❡♥ t♦ ❜❡ ❡①❝❡♣t✐♦♥❛❧❧② ✈❡rs❛t✐❧❡ ❢♦r ❛ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐♥ ✜❧♠ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❡r ❣r❛♣❤✐❝s✱
✇✐♥♥✐♥❣ t❤❡ ❙❝✐✲❚❡❝❤ ❆❝❛❞❡♠② ❆✇❛r❞ ✐♥ ✷✵✶✹✳ ❚❤❡ ❱❉❇
st♦r❡s ♥❡❛r ✐♥✜♥✐t❡ ✈♦❧✉♠❡s ♦❢ ✸❉ ❞❛t❛ ✐♥ ❝❛❝❤❡✕❝♦❤❡r❡♥t✱
✺
❋✐❣✉r❡ ✻✿ ❙♦♠❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♠❡tr✐❝s ❢♦r ❧❛r❣❡ s❝❛❧❡ ❋▲■P
s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✐♥ ❱❋❳ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ❖♣❡♥❱❉❇✳ ❋r♦♠ ❇❛✐❧❡②
❬✶❪✳
r❛♣✐❞ ❛❝❝❡ss str✉❝t✉r❡ ✇✐t❤ O(1) r❛♥❞♦♠ ❛❝❝❡ss ❢♦r ✐♥s❡rt✐♦♥✱
r❡tr✐❡✈❛❧ ❛♥❞ ❞❡❧❡t✐♦♥✳ ❚❤✐s ✐s s✉♣♣♦rt❡❞ t❤r♦✉❣❤ ❛♥ ❛❞❛♣✲
t✐✈❡ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ str✉❝t✉r❡✱ ✇✐t❤ ❛ q✉❛♥t✐③❡❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥
♦❢ ❧♦❝❛❧ ❞❛t❛ ❛❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r ♦r❞❡rs ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ r❡❞✉❝t✐♦♥s ✐♥
st♦r❛❣❡ ♦✈❡r❤❡❛❞✳
❆♠♦♥❣st t❤❡ ♠❛♥② ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞♦♠❛✐♥s ✇✐t❤✐♥ ❈♦♠♣✉t❡r
●r❛♣❤✐❝s t❤❛t t❤✐s t❡❝❤♥♦❧♦❣② ❤❛s ❜❡❡♥ ✉s❡❞✱ ▼✉s❡t❤ ❬✶✻❪
s♣❡❝✐✜❝❛❧❧② ❞✐s❝✉ss❡s t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t
♦❢ P■❈ ♠❡t❤♦❞s✿
■♥ t❤❡ ♠♦r❡ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❝♦♥t❡①t ♦❢ s✉r❢❛❝❡ tr❛❝❦✐♥❣ ✐♥
✢✉✐❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ ❧❡✈❡❧ s❡t ❛❞✈❡❝t✐♦♥ ♦❢t❡♥ ✐♥✈♦❧✈❡s
✈❡❧♦❝✐t② ✜❡❧❞s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ♦♥ ▼❆❈ ❣r✐❞s✳ ❚❤❡s❡
✏st❛❣❣❡r❡❞ ❣r✐❞s✑ ❝♦♥❝❡♣t✉❛❧❧② st♦r❡ t❤❡ ❈❛rt❡s✐❛♥
❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ❛t ❝❡❧❧ ❢❛❝❡s r❛t❤❡r
t❤❛♥ ❝♦✲❧♦❝❛t❡❞ ❛t ❝❡❧❧ ❝❡♥t❡rs✳ ❚❤✐s ✐s ❛ ♣♦♣✉❧❛r
t❡❝❤♥✐q✉❡ t♦ s✉♣♣r❡ss s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❝❤❡❝❦❡r❜♦❛r❞ ❢r❡✲
q✉❡♥❝✐❡s ✐♥ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ st❡♣ ♦❢ ♠♦st
◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s s♦❧✈❡rs✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❞❡✈✐s✲
✐♥❣ s♣❡❝✐❛❧✐③❡❞ ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡s ❢♦r ▼❆❈ ❣r✐❞s✱ ✐t
✐s ❝✉st♦♠❛r② t♦ ✉s❡ st❛♥❞❛r❞ ❝♦❧❧♦❝❛t❡❞ ❣r✐❞s✱ ❛♥❞
s✐♠♣❧② ♠♦✈❡ t❤❡ st❛❣❣❡r❡❞ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡
❣r✐❞ ✐♥❞❡①✐♥❣ ❛♥❞ ✈❛❧✉❡s t♦ ❝❧✐❡♥t ❝♦❞❡✳ ■♥ ♦t❤❡r
✇♦r❞s✱ ❱❉❇ ❢✉❧❧② s✉♣♣♦rts ▼❆❈ ❣r✐❞s✱ ❛♥❞ ✇❡ ✉s❡
s♣❡❝✐❛❧ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡s t♦ ❝♦♥✈❡rt ❢r♦♠ st❛❣✲
❣❡r❡❞ t♦ ❝♦✲❧♦❝❛t❡❞ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r ❧❡✈❡❧ s❡t
❛❞✈❡❝t✐♦♥✳
▼✉s❡t❤ ❬✶✻❪
❆♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ✇❛s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛♥❞ ♠❛✐♥t❛✐♥❡❞ ❜② ❉◆❊● ❬✻❪
t♦ s♣❡❝✐❛❧✐s❡ t❤❡ ❱❉❇ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ t♦ st♦r❡ ♣♦✐♥ts ❛♥❞ ✐♠✲
♣❧❡♠❡♥t ❢❛st r♦✉t✐♥❡s ❢♦r ▼❆❈✲❣r✐❞ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛s
❜❡❡♥ ✇✐❞❡❧② ❛❞♦♣t❡❞ ❛♥❞ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❱✐s✉❛❧ ❊❢✲
❢❡❝ts ♣r♦❞✉❝t✐♦♥✳ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤❡ ♠❡♠♦r② ♦✈❡r❤❡❛❞ ❢♦r
❧❛r❣❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✻✱ ✇✐t❤ ❜✐❧❧✐♦♥ ♣❛rt✐❝❧❡ s✐♠✲
✉❧❛t✐♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡ ♦♥ ❛ st❛♥❞❛r❞ ✇♦r❦st❛t✐♦♥✳ ❆ s✐❣♥✐✜❝❛♥t
❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤✐s r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✭❛♥❞ ❋▲■P ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✮ ❛r❡
t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❢❛st s✉r❢❛❝✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ ❣❡♥❡r✲
❋✐❣✉r❡ ✼✿ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❋▲■P✱ ❛s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞
✐♥ ❍♦✉❞✐♥✐ ✶✺✳ ■♠❛❣❡ ❢r♦♠ ❙✐❞❡❋❳ ❬✶✽❪✳
❛t❡ s✐❣♥❡❞ ❞✐st❛♥❝❡ ✜❡❧❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♥❡❝❡ss❛r②
❢♦r ❢❛st r❡♥❞❡r✐♥❣ ♦❢ ✢✉✐❞ ✈♦❧✉♠❡s✳
❉✐str✐❜✉t❡❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛r❡ ❝r✉❝✐❛❧ ❢♦r ❤✐❣❤ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡
s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ t②♣✐❝❛❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ❡①♣❧♦✐t ❈P❯ ✭r❛t❤❡r
t❤❛♥ ●P❯✮ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠ ❞✉❡ t♦ t❤❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ♠❡♠♦r② r❡q✉✐r❡✲
♠❡♥ts✳ ❚❤❡ ♠♦st ❡①♣❡♥s✐✈❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❋▲■P s♦❧✈❡ ✐s
t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ st❡♣ ✭♦✉t❧✐♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✮ ✇❤✐❝❤
r❡q✉✐r❡s t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ s♣❛rs❡ ❧✐♥❡❛r s②st❡♠✳ ❚❤✐s ✐s s♦❧✈❡❞
✐♥ ❛ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❢❛s❤✐♦♥ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❛ ❤✐❣❤❧② s♣❡✲
❝✐❛❧✐s❡❞ s♦❧✈❡r ✇❤✐❝❤ t❛❦❡s ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ♦r❣❛♥✐s❛✲
t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ s♠❛❧❧ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ▲❛♣❧❛❝✐❛♥ st❡♥❝✐❧✳ ❆ ❞✐str✐❜✉t❡❞
❢r❛♠❡✇♦r❦ ❢♦r s♦❧✈✐♥❣ ❋▲■P ✐♥ ❛ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ✐s
❞✐s❝✉ss❡❞ ❜r✐❡✢② ✐♥ ❇❛✐❧❡② ❡t ❛❧✳ ❬✷❪✳ ■♥ t❤❡ t♦② ❡①❛♠♣❧❡ ✐♥
❋✐❣✳ ✼ ✐t ✐s ❝❧❡❛r t❤❛t ❞✐str✐❜✉t❡❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❞♦ ♥♦t s✉✛❡r
❢r♦♠ ❛rt❡❢❛❝ts ❛❝r♦ss ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❝❡❧❧s✳
✺ ❋▲■P ✐♥ ❈♦♥t❡♥t ❈r❡❛t✐♦♥ ❚♦♦❧s
■♥s✐❣❤ts ♦♥ P■❈ ♠❡t❤♦❞s ✉s❡❞ ✐♥ ❱❋❳ ❛r❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ❏♦♥❡s
❬✶✹❪✿
• ❲❤✐❧st s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡❧② ❢❛st✱ t❤❡② ❛r❡ ❞♦♠✲
✐♥❛t❡❞ ❜② t❤❡ t✐♠❡ t♦ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥
✭❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✮✳
• ■♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ ✢✉✐❞ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ❤❛♣♣❡♥s ♦♥ t❤❡ s❝❛❧❡ ♦❢
t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ❣r✐❞✱ s♦ ✇❤✐❧st ♣❛rt✐❝❧❡s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t ✐♥
t❤❡ ♠♦❞❡❧ t❤❡② ❞♦ ♥♦t r❡♣r❡s❡♥t ❛♥② ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❧✐q✉✐❞
♠❛ss✳
• ❆s t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ❞♦ ♥♦t ✐♥t❡r❛❝t ✇✐t❤ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ❞✐r❡❝t❧②✱
t❤❡② ❛r❡ ♥♦t ❣✉❛r❛♥t❡❡❞ t♦ ❜❡ ✇❡❧❧✲❞✐str✐❜✉t❡❞✳
• ❚❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s r❡q✉✐r❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❜♦t❤ ♣♦✐♥t ❛♥❞
✈♦❧✉♠❡tr✐❝ ❞❛t❛✱ ❛♥❞ s♦ ❛rt✐sts ♠❛② r❡q✉✐r❡ ✇❛②s t♦ ✐♥✲
t❡r❛❝t ✇✐t❤ ❜♦t❤ ♦❢ t❤❡s❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s✳
❆s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❜❡♥❡✜ts ♦❢ t❤✐s
♠❡t❤♦❞✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ✇♦r❦✢♦✇ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s t❤❛t ❤❛✈❡
♠❛❞❡ ✐t s♦ s✉❝❝❡ss❢✉❧✳ ❋✐rst❧②✱ ♣❛rt✐❝❧❡ s②st❡♠s ❛r❡
✻
❛ ✈❡r② ❢❛♠✐❧✐❛r ❝♦♥❝❡♣t t♦ ❋❳ ❛rt✐sts ❛♥❞ s♦ ❤❛✈✐♥❣
♣❛rt✐❝❧❡s ❛s t❤❡ ✐♥♣✉t ❛♥❞ ♦✉t♣✉t ♦❢ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥
♠❛❦❡s ✐t ✈❡r② ❡❛s② t♦ ✇♦r❦ ✇✐t❤ ✐♥ ❛ ❱❋❳ ❡♥✈✐✲
r♦♥♠❡♥t✳ ❇✉✐❧❞✐♥❣ ♦♥ t❤✐s✱ ❋▲■P✴P■❈ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r
❢❛❝✐❧✐t❛t❡s ♣❛rt✐❝❧❡ ✇♦r❦✢♦✇s t❤❛t ❛r❡ ♠✉❝❤ ♠♦r❡
❢♦r❣✐✈✐♥❣ t❤❛♥ ♣✉r❡❧② ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ♠❡t❤♦❞s s✉❝❤ ❛s
❙P❍✳
❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ ❛❧❧♦✇s t❤❡ ✉s❡r t♦ ❛r❜✐tr❛r✐❧② r❡s❡❡❞
t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ s❡t ✉♥❞❡r t❤❡ ✢✉✐❞ s✉r❢❛❝❡ ❛♥❞ ✐♥✲
tr♦❞✉❝❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♣❛rt✐❝❧❡s ✇✐t❤♦✉t ❞❡st❛❜✐❧✐s✐♥❣
t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✇❤✐❧st r❡t❛✐♥✐♥❣ ❜❡♥❡✜ts ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s
s✉❝❤ ❛s ✜♥❡ ❞❡t❛✐❧s ❛t t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ✭❛t s✉❜✲❣r✐❞ r❡s✲
♦❧✉t✐♦♥✮ ❛♥❞ ❤❛♥❞❧✐♥❣ ♦❢ s♣❧❛s❤❡s t❤❛t ✇♦✉❧❞ ❜❡
❞✐✣❝✉❧t t♦ r❡s♦❧✈❡ ♦♥ ❛ ❣r✐❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✳ ❋r♦♠
t❤✐s ✐t ✐s ♥♦t ❞✐✣❝✉❧t t♦ s❡❡ ✇❤② ✐t ❤❛s ❜❡❝♦♠❡ ❛
❢❛✈♦✉r✐t❡ ♦❢ ✈✐s✉❛❧ ❡✛❡❝ts ❛rt✐sts✳
❏♦♥❡s ❬✶✹❪
❘❡❛❧✢♦✇ ✐♠♣❧❡♠❡♥ts ❋▲■P ❛s ♣❛rt ♦❢ ✐t✬s ❍②❜r✐❞♦ t♦♦❧s❡t✿
▲✐❦❡ P❇❉ ♠❡t❤♦❞s✱ ❋▲■P s♦❧✈❡rs ❞♦ ♥♦t ♥❡❡❞ ❛ ❤✐❣❤
♥✉♠❜❡r ♦❢ s✉❜st❡♣s✳ ▲♦✇ s✉❜st❡♣s ♠❛❦❡s t❤❡s❡
s♦❧✈❡rs ✈❡r② ❢❛st✱ ❜✉t t❤✐s ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ❛ ♣r♦❜❧❡♠
✐♥ t❡r♠s ♦❢ ✢✉✐❞✲♦❜❥❡❝t ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳ ❘❡❛❧❋❧♦✇ ♣r♦✲
✈✐❞❡s ❛ ✇✐❞❡ ✈❛r✐❡t② ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ ✜① t❤❡s❡ ✐♥t❡r✲
❛❝t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s✳ ■♥ ❋▲■P s♦❧✈❡rs✱ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛r❡
✉s❡❞ t♦ ❝❛rr② t❤❡ ✢✉✐❞✬s ✈❡❧♦❝✐t② ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❉✉r✲
✐♥❣ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ ✈❡❧♦❝✐t② ✐s tr❛♥s❢❡rr❡❞ t♦ t❤❡
❣r✐❞✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♣❤②s✐❝s ✐s ❞♦♥❡✳ ❚❤✐s tr❛♥s❢❡r ❝❛♥
❜❡ s❡❡♥ ❛s t❤❡ ❝♦r❡ t❤❛t ❦❡❡♣s t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ st❛✲
❜❧❡✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❤②❜r✐❞ ❛♣♣r♦❛❝❤
✐s✱ ❛s✐❞❡ ❢r♦♠ s♣❡❡❞✱ t❤❛t ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❛❞❞ s❡❝✲
♦♥❞❛r② ✢✉✐❞s ❧✐❦❡ s♣❧❛s❤❡s✱ ❢♦❛♠✱ ♦r ♠✐st✳
❘❡❛❧❋❧♦✇ ❬✶✼❪
❍♦✉❞✐♥✐ ❤❛s s✉♣♣♦rt ❢♦r ❜♦t❤ ❋▲■P✴P■❈ ❛♥❞ ❙P❍ ❛♥❞ ♣r♦✲
✈✐❞❡s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ t✇♦
♠❡t❤♦❞s✿
❋▲■P ✢✉✐❞s ❛r❡ ❢❛st❡r t❤❛♥ ❙P❍ ✢✉✐❞s✱ ✐❢ ②♦✉ ❞♦♥✬t
♥❡❡❞ t♦ s✉❜st❡♣ t❤❡ ❋▲■P ✢✉✐❞✳ ■❢ ②♦✉ ♥❡❡❞ t♦
s✉❜st❡♣ t❤❡ ❋▲■P ✢✉✐❞ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ ❢❛st ♠♦✈✐♥❣ ❝♦❧✲
❧✐❞❡rs✱ ②♦✉ ♠❛② ✜♥❞ ❙P❍ ❥✉st ❛s ❛ ❢❛st ♦r ❢❛st❡r✳
❋▲■P ✢✉✐❞s ❛r❡ ❛❧s♦ ✉s❡❢✉❧ ❜❡❝❛✉s❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ❝❛♥ ❜❡
♣❧❛❝❡❞ ♦♥ t♦♣ ♦❢ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ✇✐t❤♦✉t ❞❡st❛❜✐❧✐③✐♥❣
t❤❡ s②st❡♠✳ ❙P❍ t❡♥❞s t♦ ❜❧♦✇ ✉♣ ✐❢ ②♦✉ ♠♦✈❡
♣❛rt✐❝❧❡s t♦♦ ❝❧♦s❡✳
❚❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❋▲■P ❙♦❧✈❡r ✐s t❤❛t ②♦✉ r✉♥
✇✐t❤ ♦♥❧② ❛ ❢❡✇ t✐♠❡ st❡♣s ♣❡r ❢r❛♠❡ ✇❤✐❧❡ ❙P❍
r❡q✉✐r❡s ❛♥②✇❤❡r❡ ❢r♦♠ ✼ t♦ ✷✵ t✐♠❡ st❡♣s ♦r ♠♦r❡
♣❡r ❢r❛♠❡ t♦ st❛❜✐❧✐③❡✳ ❋▲■P ✉t✐❧✐③❡s ❛ ❢❡✇ ❣r✐❞s
✭✈♦❧✉♠❡ ✜❡❧❞s✮ t♦ ❤❡❧♣ t❛♠❡ t❤❡ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ✐♠✲
♣✉❧s❡s t❤❛t ❝❛♥ ❛r✐s❡ ✐♥ ❛ ✢✉✐❞ s✐♠✳
❱❛r✐♦✉s ✜❡❧❞s ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ t❛♠❡ t❤❡ ❋▲■P ❙♦❧✈❡r s♦
t❤❛t ②♦✉ ❝❛♥ r✉♥ ❢❛r ❢❡✇❡r ♣♦✐♥ts ❛t ❢❛r ❢❡✇❡r t✐♠❡
st❡♣s ❛♥❞ t❤❡ ✐♥t❡r✲s♣❛❝✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ ♣❛rt✐❝❧❡s ❝❛♥
❜❡ r❛♥❞♦♠✳ ❨♦✉ ❝❛♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ♥❡✇ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛t ❛♥②
t✐♠❡ ✇✐t❤ ❧✐tt❧❡ t♦ ♥♦ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✳ ❚❤✐s ♦♣❡♥s ✉♣
s♦ ♠❛♥② ♥❡✇ ✇♦r❦ ✢♦✇s ✐♥ P❖Ps t❤❛t ✇❡r❡ s✐♠♣❧②
♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡ ✇✐t❤ ❙P❍✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣
s♣❧❛s❤ ♣❛rt✐❝❧❡s ✇✐t❤ t❤❡✐r ♦✇♥ ♣r♦♣❡rt② ❛ttr✐❜✉t❡s
✐s ♥♦✇ ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❍♦✉❞✐♥✐ ❬✶✷❪
❍♦✉❞✐♥✐ r❡❢❡rs t♦ ❋▲■P ❛s ✏s♣❧❛s❤②✑ ❛♥❞ ❆P■❈ ❛s ✏s✇✐r❧②✑
t♦ ❛ss✐st ❛rt✐sts ✐♥ ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ t❤❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ t♦♦❧✳ ■t ✐s ❛❧s♦
❝♦♠♠♦♥❧② ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♥❡rt✐❛❧
♣r♦♣❡rt✐❡s ❆P■❈ s✉r❢❛❝❡s ❛♣♣❡❛r ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧② s♠♦♦t❤❡r t❤❛♥
❋▲■P ✭s❡❡ ❋✐❣ ✺✮✳ ❚❤❡ ♥♦✐s✐♥❡ss ♦❢ ❋▲■P ❝♦✉❧❞ ✭❝♦✉♥t❡r✲
✐♥t✉✐t✐✈❡❧②✮ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛ str❡♥❣t❤✿ ❛rt✐sts ♦❢t❡♥ ✜♥❞ ✐t
♠♦r❡ s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ❛❣✐t❛t❡❞ ✢✉✐❞ t❤❛♥ ❛♣♣❧②✐♥❣ ❛
♥♦✐s② ✈❡❝t♦r ✜❡❧❞ t♦ ❛♥ ❆P■❈ s♦❧✉t✐♦♥✳
❆ ♣❡r❝❡♣t✉❛❧ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ ✢✉✐❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥
t❡❝❤♥✐q✉❡s ✇❛s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② ❯♠ ❡t ❛❧✳ ❬✷✷❪✱ ✇❤✐❝❤ ❞❡♠♦♥✲
str❛t❡❞ t❤❛t✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ ✐♥❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡ ❙P❍ ♣r♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❣❡♥✲
❡r❛❧ ❜❡tt❡r r❡s✉❧ts t❤❛♥ P■❈ ♠❡t❤♦❞s✱ t❤✐s ✇❛s ♥♦t t❤❡ ❝❛s❡
✇❤❡♥ t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡✱ ✐♥
✇❤✐❝❤ ❆P■❈ ✇❛s ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧② ♣r❡❢❡rr❡❞ ✐♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ t♦ ❙P❍
❛♣♣r♦❛❝❤❡s✳ ❚❤✐s s✉❣❣❡sts t❤❛t ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ❙P❍ r❡♠❛✐♥s
❛♥ ♦✉tst❛♥❞✐♥❣ ✐ss✉❡ ❢♦r ✐♥ ✈✐s✉❛❧ ❡✛❡❝ts✳
✻ ❋❧✉✐❞ Pr♦❜❧❡♠s ✐♥ ❱✐s✉❛❧ ❊✛❡❝ts
❉◆❡❣ ✐s t❤❡ ♠✉❧t✐✲❛✇❛r❞ ✇✐♥♥✐♥❣ ✈✐s✉❛❧ ❡✛❡❝ts st✉❞✐♦ ❜❡✲
❤✐♥❞ ❖s❝❛r ✇✐♥♥✐♥❣ ✜❧♠s ❧✐❦❡ ■♥❝❡♣t✐♦♥✱ ■♥t❡rst❡❧❧❛r ❛♥❞ ❊①
▼❛❝❤✐♥❛✳ ■ ❛s❦❡❞ t❤❡♠ t♦ ✐❞❡♥t✐❢② s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ♦♣❡♥ ❝❤❛❧✲
❧❡♥❣❡s t❤❛t t❤❡② ❛r❡ ❡♥❝♦✉♥t❡r✐♥❣ ✐♥ ✢✉✐❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❢♦r ❱✐✲
s✉❛❧ ❊✛❡❝ts✳ ❚❤❡② ❛r❡ ❧✐st❡❞ ❜❡❧♦✇ ✐♥ ♣r✐♦r✐t② ♦r❞❡r✳
✶✳ ❈♦✉♣❧✐♥❣ ♦❢ ✢✉✐❞ s♦❧✈❡r ✇✐t❤ ✷❉ ♦❝❡❛♥ s✉r❢❛❝❡ s✐♠✲
✉❧❛t✐♦♥✿ ❊①❛♠♣❧❡ ❣✐✈❡♥✿ ❛ t✐♥② ❞✐♥❣② ✐s ❜❡✐♥❣ s✐♠✉❧❛t❡❞
✐♥ ❛♥ ♦♣❡♥ ♦❝❡❛♥✳ ■t ✐s ✐♠♣r❛❝t✐❝❛❧ ✭❛♥❞ ✉♥❝♦♥tr♦❧❧❛❜❧❡✮
t♦ s✐♠✉❧❛t❡ t❤❡ ❡♥t✐r❡ ♦❝❡❛♥ ✇✐t❤ ❛ ❢✉❧❧ ✢✉✐❞ s♦❧✈❡r✳ ❚❤❡
✇✐❞❡r ♦❝❡❛♥ ✐s s♦❧✈❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ✷❉ ✭❤❡✐❣❤t ✜❡❧❞✮ s✐♠✉❧❛✲
t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦❝❡❛♥ s✉r❢❛❝❡✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❛r❡❛ ❛❜♦✉t t❤❡ ❜♦❛t
✐s s✐♠✉❧❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ❢✉❧❧ ♣❛rt✐❝❧❡ ❜❛s❡❞ ✢✉✐❞ s♦❧✈❡r✳ ▲✐♥❦✲
✐♥❣ t❤❡s❡ t✇♦ s♦ t❤❛t t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✐s s❡❛♠❧❡ss
r❡♠❛✐♥s ❛♥ ♦♣❡♥ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❚❤✐s ❧✐♥❦s ❝❧♦s❡❧② t♦ t❤❡ ❡①✲
✐st✐♥❣ ❙P❍ ❣r❛♥❞ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ ♦❢ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ ❡①✐st✐♥❣
✢✉✐❞ ♠❡t❤♦❞s✳
✷✳ ❋❧✉✐❞ ❛✉t❤♦r✐♥❣ t♦♦❧s✿ ❆ ✈❡r② ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣ ♦♣❡♥ ♣r♦❜✲
❧❡♠ ✐s ❤♦✇ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛rt✐st✐❝ ❝♦♥tr♦❧ ❢♦r ✢✉✐❞ ✐♥ ✈✐s✉❛❧
❡✛❡❝ts✳ ❚❤❡r❡ ✐s ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧❧② ❛ tr❛❞❡♦✛ ❜❡t✇❡❡♥ ❛
s✐♠✉❧❛t✐♦♥ t❤❛t ✐s ❡♥t✐r❡❧② ♣❤②s✐❝❛❧❧② ♣❧❛✉s✐❜❧❡ ❛♥❞ ♦♥❡
t❤❛t ✐s ❧❛r❣❡❧② ❛rt✐st✐❝❛❧❧② ❝♦♥tr♦❧❧❡❞✱ ❛♥❞ t②♣✐❝❛❧❧② t❤❡
❛♠♦✉♥t ♦❢ ❝♦♥tr♦❧ ✈❛r✐❡s ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ s❤♦t✳
❆rt✐sts t❡♥❞ t♦ ♣r❡❢❡r ❞r❛✇♥ ✐♠❛❣❡s✱ s♦ t❤❡ ❛❜✐❧✐t② t♦
♠❛♣ ❛ ✢✉✐❞ st❛t❡ ❢r♦♠ ❛ s❦❡t❝❤ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❛ ♣♦✇❡r❢✉❧
❛♥❞ ♣♦♣✉❧❛r t♦♦❧✳ ❚❤❡ ❛❜✐❧✐t② t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❝♦♥❞✐✲
t✐♦♥s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❡①♣❧✐❝✐t❧② ❞❡✜♥❡❞
✼
❦❡②❢r❛♠❡s ✐s ❛❧s♦ ❛♥ ♦♣❡♥ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❋r♦♠ ▼❲✬s ♣❡r✲
s♣❡❝t✐✈❡✱ ❤❡ ✐s s❝❡♣t✐❝❛❧ t❤❛t ❛ ✉♥✐❢②✐♥❣ ❣❡♥❡r❛❧ ♣✉r♣♦s❡
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✈✐s❝♦s✐t② ♦❢ t❤❡ ✢✉✐❞✳ ❚❡r♠s ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t ❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢ t❤❡
❡q✉❛t✐♦♥s ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ ✈❡❧♦❝✐t② ❞✉❡ t♦ ❧♦❝❛❧ ✢✉✐❞
❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♥✈❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ r✐❣❤t ❤❛♥❞ t❡r♠s t❛❦❡ ❛❝✲
❝♦✉♥t ♦❢ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢♦r❝❡ ♦❢ ❣r❛✈✐t② ✭♦r ❛♥② ❜♦❞②
❢♦r❝❡ g✮✱ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ♣r❡ss✉r❡ ❣r❛❞✐❡♥t ✭∇p✮
❛♥❞ ❞r❛❣ ❞✉❡ t♦ ❦✐♥❡♠❛t✐❝ ✈✐s❝♦s✐t② ✭✮ ♦r t❤✐❝❦♥❡ss ♦❢ t❤❡
✢✉✐❞ ❬✽❪✳
■♥ ❍❛r❧♦✇ ❛♥❞ ❲❡❧❝❤ ❬✶✶❪✱ ❇r❛❝❦❜✐❧❧ ❡t ❛❧✳ ❬✹❪ ❛♥❞ ❋♦st❡r
❛♥❞ ▼❡t❛①❛s ❬✽❪✱ ❊q✳✷✹ ✐s s♦❧✈❡❞ ❜② ✜♥✐t❡ ❞✐✛❡r❡♥❝✐♥❣ ♦♥ t❤❡
❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ✐♥ ❋✐❣ ✹✿
un+1i+1=2;j =ui+1=2;j +∆t{(1=∆x)[u
2
i ;j − u
2
i+1;j ]
+ (1=∆y)[(uv)i+1=2;j−1=2 − (uv)i+1=2;j+1=2] + gx
+ (1=∆x)(pi ;j − pi+1;j)
+ (=∆x2)(ui+3=2;j − 2ui+1=2;j + ui−1=2;j)
+ (=∆y2)(ui+1=2;j+1 − 2ui+1=2;j + ui+1=2;j−1);
✭✷✺✮
②✐❡❧❞✐♥❣ ❛♥ ❡①♣❧✐❝✐t ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✉♣❞❛t❡❞ ✈❡❧♦❝✐t②
un+1i ;j ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t❡❞ ♣r❡ss✉r❡ ❛t ❝❡❧❧ ❝❡♥tr❡s ❛♥❞
t❤❡ ♣r♦❥❡❝t❡❞ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ❛t st❛❣❣❡r❡❞ ❣r✐❞ ♣♦✐♥ts✳
❚❤❡ r❡s✉❧t ✐s ♥♦t ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❢r❡❡ ✴ ✐♥❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡ ✖ ❋♦s✲
t❡r ❛♥❞ ▼❡t❛①❛s ❬✽❪ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ✉♣❞❛t❡❞ ♣r❡ss✉r❡ ✜❡❧❞ ❜②
s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ♠❛ss ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ∇u = 0 ❜② ❞❡✜♥✲
✐♥❣ t❤❡ ✢✉✐❞ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ✭♦r ✏♠✐ss✐♥❣ ♠❛ss✑✮ ❢♦r ❛ ❝❡❧❧ (i ; j)
❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦✿
Di ;j = −
„
ui+1=2;j − ui−1=2;j
∆x
+
ui ;j+1=2 − ui ;j−1=2
∆y
«
✭✷✻✮
✇✐t❤ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ♣r❡ss✉r❡ ❣✐✈❡♥ ❜②✿
∆pi ;j =
˛0
2∆t
„
1
∆x2
+
1
∆y2
«
Di ;j ✭✷✼✮
✇❤❡r❡ ˛0 ✐s ❛ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✇✐t❤✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ [1; 2]✳
❚❤❡ ❝❡❧❧ ❢❛❝❡ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ❛♥❞ ❝❡❧❧ ♣r❡ss✉r❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛r❡ t❤❡♥
✉♣❞❛t❡❞ ✭s❡❡ ❋♦st❡r ❛♥❞ ▼❡t❛①❛s ❬✽❪ ❢♦r t❤❡ s♣❡❝✐✜❝s✮✱ ❛♥❞
t❤❡ ♣r♦❝❡ss ✐s r❡♣❡❛t❡❞✳ ❚❤✐s ✐t❡r❛t✐✈❡ ♣r♦❝❡ss ❝♦♥✈❡r❣❡s ✐♥
✸✲✻ ✐t❡r❛t✐♦♥s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♣❛♣❡r✳
✾
❇ ❱✐s❝♦s✐t②
❆s st❛t❡❞ ♣r❡✈✐♦✉s❧②✱ ✢✉✐❞s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❜② ❞❡❢❛✉❧t ✐♥ ❱❋❳
t♦ ❜❡ ✐♥✈✐s❝✐❞✱ ❜✉t s♦❧✉t✐♦♥s t♦ t❤✐s ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳ ❇❛tt② ❛♥❞
❇r✐❞s♦♥ ❬✸❪ s♦❧✈❡ ✈✐s❝♦s✐t② ❛s ❛ s❡♣❛r❛t❡ st❡♣ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
P❉❊✿
uˆ =
1

∇ ·
`

`
∇u+ (∇u)T
´´
✭✷✽✮
✇❤✐❝❤ ✐s ❞✐s❝r❡t✐③❡❞ t♦ ❣✐✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r♠✿
uˆ = u+
∆t

∇ ·
`

`
∇u∗ + (∇u†)T
´´
✭✷✾✮
✇❤❡r❡ u∗ ❛♥❞ u† ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ❞❡♥♦t❡ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ♦❧❞ ♦r
❝✉rr❡♥t ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ u ❛r❡ ✉s❡❞ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥
s❝❤❡♠❡✳ ❖♥❝❡ ❞✐s❝r❡t✐s❡❞ t❤✐s s♦❧✉t✐♦♥ ❛❞❞s ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧
❧✐♥❡❛r s♦❧✈❡ t♦ t❤❡ s②st❡♠ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛❜♦✈❡✳
❋✐❣✉r❡ ✽✿ ❈♦❧❧❛♣s❡❞ ♣✐❧❡s ♦❢ ✈✐s❝♦✉s ❛r♠❛❞✐❧❧♦s✳ ❇♦✉♥❞❛r②
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ ❇❛tt② ❛♥❞ ❇r✐❞s♦♥ ❬✸❪ ✭❧❡❢t✮
r❡❞✉❝❡ s✉r❢❛❝❡ ❞❡t❛✐❧ ✐♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ ▲❛r✲
✐♦♥♦✈ ❡t ❛❧✳ ❬✶✺❪✳ ❘❡♣r♦❞✉❝❡❞ ❢r♦♠ ▲❛r✐♦♥♦✈ ❡t ❛❧✳ ❬✶✺❪✳
▲❛r✐♦♥♦✈ ❡t ❛❧✳ ❬✶✺❪ ❝♦♠❜✐♥❡ t❤❡ ✈✐s❝♦✉s ❛♥❞ ♣r❡ss✉r❡ ❢♦r❝❡
s♦❧✈❡ ✐♥t♦ ❛ s✐♥❣❧❡ ❝♦✉♣❧❡❞ s②st❡♠✱ ❛♥❞ ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ ❛❞❞r❡ss
❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❞❡❝♦✉♣❧❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♦❢ ❇❛tt② ❛♥❞ ❇r✐❞s♦♥
❬✸❪ ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✽✳ ❍♦✇❡✈❡r t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st ✐s
♥♦t ❝✉rr❡♥t❧② ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✇♦rt❤ t❤❡ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t✳
❈ ❖♥ t❤❡ s♣❧✐tt✐♥❣ ♦❢ ❖r❞✐♥❛r② ❉✐❢✲
❢❡r❡♥t✐❛❧ ❊q✉❛t✐♦♥s
❬✺❪ ❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤❛t ❖❉❊ s♣❧✐tt✐♥❣ ✐s ✜rst ♦r❞❡r ❛❝❝✉r❛t❡
✉s✐♥❣ ❚❛②❧♦r s❡r✐❡s ❡①♣❛♥s✐♦♥✳ ❙✉❜st✐t✉t✐♥❣ ❊q✳ ✸ ✐♥t♦ ❊q✳ ✹
②✐❡❧❞s✿
qn+1 =(qn +∆tf (qn)) + ∆tg(qn +∆tf (qn))
=qn +∆tf (qn) + ∆t(g(qn) + O(∆t))
=qn +∆t(f (qn) + g(qn)) + O(∆t2)
=qn +
dq
dt
∆t + O(∆t2):
✶✵
